PDS 5. prednaska (14.3.2011)

Paralelné triedenie

Paralelné a distribuované systémy (Ustav informatiky, PF UPJS v KoSiciach)



PRAM - zopakovanie (1)

* PRAM = Parallel Random Access Machine

teoreticky model

oCislované procesory pristupujice k spolocne;
zdiel'anej pamdti

spolo¢né hodiny => synchronizované vykondvanie
kazdy (synchronizovany) krok procesora ma 3 fazy:

* nalitanie obsahu nanajvys jednej pamdt'ovej bunky zo
zdiel'anej pamdte

* lokdlny vypocet

* zapisanie obsahu do nanajvys jednej pamdt’ovej bunky v
zdiel'anej pamdti
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PRAM - zopakovanie (2)

* PRAM = Parallel Random Access Machine

* rozne varianty pristupu k pamdti: EREW, CREW,
CRCW (common, arbitrary, priority)

* Miery efektivnosti:
* p - pocet procesorov
* T*(n) - sekvencny Cas
* T,(n) - paralelny ¢as pri p procesoroch
speed-up S (n)= T*(n) / T (n)
cost Cp(n): p*Tp(n)
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Work-time zapis algoritmov

* WT presentation framework:
* zdpis abstrahujici od detailov PRAM implementdcie

neviaZe sa na fixny poCet pouzitych procesorov

postupnost’ casovych jednotiek, kde kazda moze
obsahovat’ ubovol'ne vel'a konkurentnych operdcii

akoby sekvenény algoritmus s konstrukciou
.paralelny for", ktord vykond zadany prikaz
konkurentne pre vsetky hodnoty i

fori:=1to N pardo
prikaz;
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WT-miery efektivnosti

T(n) - pocet Casovych jednotiek, ktoré vykona
algoritmus na vstupe velkosti n

W(n) - celkovy polet operacii, ktoré vykona
algoritmus na vstupe vel'kosti n (praca
algoritmu)
Optimalita:

* optimadlny algoritmus: W(n) = T*(n)

* WT-optimadlny algoritmus:
W(n)=T*(n) a T(n) sa neda zlepsit’
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Paralelné zlucovanie (1)

* Vstup:
* usporiadané postuphosti Aa B, |A| =n, |B] = m
* zjednodusenie: vetky prvky sd rozne

* Vystup:

* usporiadand postupnost’ C = Merge(A, B) z prvkov
postupnosti A a B

* Sekvencny algoritmus:
* O(n+m) - podprocedura pouzitd v MergeSorte

Paralelné a distribuované systémy (Ustav informatiky, PF UPJS v KoSiciach)



Rank - terminologia

* rank(x:A) - poCet prvkov postupnosti A mensich
ako x

* rank(A:B) - postupnost’ hodnot (ry, ry, ..., )
takych, Zze ri=rank(A[i]:B)

* ak pozndme rank(A:B) a rank(B:A), potom
zluCovanie usporiadanych postupnosti je
jednoduché:

* C[rank(A[i]:B)+rank(A[i]:A)] := A[i];
ked'Ze A je utriedend: C[rank(A[i]:B)+i] := A[il;

* Cl[rank(B[i]:A)+i]:= B[i];
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Paralelny rank

* Problém rank(A: B)
* A aj B sdusporiadané
* Idea:

* Pre kazdy prvok a z A paralelne spustime bindrne
vyhl'addvanie

* Paralelny ¢as: O(log(|B|))
* Prdca: O(|A|.log(|B]))
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Paralelné zlucovanie (2)

* Usporiadané postupnosti A, B takeé, ze
|Al=]B]=n

* Idea: rozdel'me si problém Merge(A, B) na
mensie podproblémy Merge(A;, B;) také, ze

* A je zjednotenim disjunktnych A,

* B je zjednotenim disjunktnych B

* kazdy prvok z Merge(A, 1,B..;) je mensi ako kazdy
prvok z Merge(A;, B))

* paralelne vyriesime Merge(A,, B;)
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Paralelné zlucovanie (3)

* Konstrukcia (A, B)):
* Rozdel'me B na m=n/log(n) sudvislych blokov vel kosti
log(n): By, B,, ..., B,,, kde
B. = B[i.log(n)], ..., B[(i+1).log(n)-1]

* j[i]:= rank(B[i.log(n)]: A)
* Vypolitame paralelne aplikovanim bindrneho vyhl'addvania
* Paralelny ¢as: O(log(n))
* Celkovad prdca: n/log(n) blokov x O(log(n)) = O(n)

* A, = A[Li], .., A[Li+1]]
* Ak j[i] = j[i+1], potom A, je prdzdna postupnost’
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* Ak |A;| = O(log(n)), po’rom Merge(A;, B)) vieme
spravit’ sekvencne v Case O(|A;|+[B;]) =
O(log(n)). Co s blokmi, kde |A;| > log(n)?

* Sekvencny ¢as = paralelny ¢as aj paralelnd praca
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Paralelné zlucovanie (5)

* Ak |A,| > log(n):

* Merge(A;, B,) rozdelime na mensie problémy tak,
ako sme povodne rozdel ovali Merge(A, B)

* A, rozdelime na bloky vel'kosti log(n), A;q, A;4, .. pre
zaciatolny prvok kazdého bloku vypolitame jeho
rank v B.

* |B;| = log(n) -> ranky vieme vypocCitat’ paralelnym

spustenim bindrnych vyhl'adavani v ase loglog(n) s
prdcou |A;|/log(n) x O(loglog(n)) = O(|A,|)

* ranky definuju rozdelenie B, na prislusné podbloky

* (A, B) > (A0 Bip). (A1, Biy), ... pre kazdy plati, Ze
A;=0(log(n)) a B; ;=O(log(n)), t.j. mdme predosly pripad
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Paralelné zlucovanie (6)

* Sumarizdcia:
* Merge(A, B)rozbijeme na podproblémy
Merge(A,, B), kde |A,|=O(log(n)) a |B.| = O(log(n))
* Paralelny ¢as: O(log(n))
* Paralelna praca: O(n)
* Jednotlivé Merge(A,, B,) rieSime paralelne
sekvencnym algoritmom:
* Merge(A,, B,) - sekvencny cas O(|A;|+|B;|) = O(log(n))
* Paralelny ¢as: O(log(n))
* Paralelnd prdca: O(n) - optimalny algoritmus
* CREW PRAM (CR pri sibeznych bin. vyhl'adavaniach)
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Paralelny MergeSort (1)

(-8, -7,-5,3.6, 12,28, 51)

(=7,-5,12,51) (—R. 3,6, 28)

12 -5 —7
* Bottom-up pohlad:
* za&iname mergovanim postupnosti dizky 1

* jednotlivé mergovania na rovnakej drovni vieme
realizovat’ paralelne
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Paralelny MergeSort (2)

* Sumarizdcia s pouzitim optimdlneho zlu¢ovania v
paralelnom ¢ase O(log(n)):

log(n) drovni

nha i-tej drovni zospodu mergujeme postupnosti
dlzky 2!, v ¢ase O(log(2) = O(i)

paralelny as: 1+ 2 + 3 + ... + log(n) = O(log?(n))
na kazdej Urovni mdme optimdlnu pracu O(n)
T(n) = O(log?(n))

W(n) = O(n.log(n))

optimalny algoritmus, CREW PRAM
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Paralelné vyhladavanie (1)

* Vstup:
* utriedené pole prvkov x[1] < x[2] < ... < X[n]
* X[0]=-e0, x[n]=e0
* hodnotay
* Vypoctovy model:
* p PRAM procesorov (CREW)
* Vystup:
* index i taky, Ze x[i] <= y < x[i+1]

* Idea: zovseobecnenie bindrneho vyhladdvania
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Paralelné vyhladavanie (2)

* Prdca v krokoch (inicidlne 1=0, r=n+1):
* v kazdom kroku uvazujeme podpole x[I], ..., x[r]

* p procesormi rozdelime podpole na p+1 segmentov,
kaZzdému segmentu okrem prvého priradime

procesor: [I=qo, :-11, [q1, 92-11...., [q,, r= Gp.il

* procesor i pozrie hodnotu x[q;]

* ak procesor i identifikuje hodnotu (x[q;] = y), tak
konéime, inak pre d'alsi krok uvazujeme segment i
taky, Ze x[q;] <y < X[q;.1]

* procesor splfiajdci podmienku nastavi nové | a r pre d'aldi
krok (exclusive write), resp. P1, ak y < x[q;]
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Paralelné vyhladavanie (3)

* Trividlny pripad:
* ak r-l<= p, tak uvazujeme jednoprvkové segmenty

* Paralelny Cas:
O(log(n+1)/log(p+1))

* Vyuzijeme, ze kazdym krokom zmensime
problém p+1 ndsobne
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PDS Rank s pouzitim vyhladavania

Chceme spocitat’ rank(A:B)

* AaBsuusporiadané, |A|=0(ns), [B| =nas je
konstantaO < s < 1

Pre kazdy prvok z A hladdme poziciu v B
paralelnym vyhl'adavanim s n'- procesormi

Paralelny ¢as: O(log(n+1)/log(n!-s+1)) = O(1)

Paralelnd prdca:

* O(ns) prvkov A x ns procesorov x O(1) krokov = O(n)
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loglog zlucovanie (1)

* Inspirdcia v dvojlogaritmickom strome pri
paralelnom hl'adani maxima v ¢ase O(loglog(n)) a
paralelnom zlu¢ovani v ¢ase O(log(n))

* Usporiadané postupnosti A, B, |A|=n, |B|=m
* Chceme vypocitat’ rank(B:A)
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loglog zlucovanie (2.1)

* Rozdel'me B na /m blokov vel'kosti /m: By, By, ...
* B =B[ivm+1], .., B[(i+1)Vm-1]

* Spocitajme rank pre prvky B[Vm], B[2/m], ..., B[m]), t.j.,
r'ank(B[lJ' m]: A)

* aplikujeme paralelné vyhl'addvanie s p=/n procesormi na kazdy
prvok

* Cas: O(log(n+1)/log(/n+1)) = O(1)

* Prdca: /m prvkov x O(/n) prdce na jedno hl'adanie = O(Vm /n)
= O(m+n)

* 0<«<=({m-Vn)>=m-2/m/n+n
* k blokom B; urc¢ime prislichajice A-bloky:
* A = Alrank(B[ivm]:A)+1]...., A[rank(B[(i+1)/m]:A)]
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loglog zluCcovanie (2.2)

* Rekurzivne vypocitame rank(B;: A;)
* Ak b je z B, potom
rank(b: A) = rank(B[i/m]: A) + rank(b: A);)
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loglog zlucovanie (3)

* Paralelny Cas:
* T(n, m) <= 0O(1) + max.T(n, /m) = O(1)+T(n, /m)

* Po loglog(m) rekurzivnych vnoreniach majd B mnoziny
vel'kost’ O(1)

* T(n, m) = O(loglog(m))
* Paralelna praca:

* ked'Ze prdca jedného volania je O(|A|+|B|), na
jednej drovni mame celkovd pracu O(n+m)

* W(n, m) = O((n+m).loglog(m))
* CREW PRAM
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PDS loglog(n) optimalne zlucovanie

* postupnosti A, B také, ze |A|=|B|=n
* A aj B rozdelime do blokov vel'kosti loglog(n)

* A'a B’ nech je postupnost’ prvych prvkov v kazdom
bloku: |A'|=|B'|=n/loglog(n)

* 1. Spocitame rank(A":B’) a rank(B:A")
* Aplikujeme neoptimdlne O(loglog(n)) zlu¢ovanie
* Cas: O(loglog(n))
* Prdca: O((n/loglog(n)).loglog(n)) = O(n)
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PDS loglog(n) optimalne zlucovanie

* 2. Spocitame rank(A":B) a rank(B"A)

podl'a rank(A":B") vieme, v ktorom B-bloku je kazdy
prvok z A’

Kazdy B-blok ma loglog(n) prvkov => sekvencnym
algoritmom vieme ndjst’ rank(x: B) pre kazdy x z A’

analogicky rank(B:A)
Cas: O(loglog(n)) - sekvenéné hl'adanie
Praca: n/loglog(n) prvkov x loglog(n) = O(n)
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PDS loglog(n) optimalne zlucovanie

* 3. Spocitame rank(A:B) a rank(B:A)

* na zdklade A' a B’ rozdelime (A,B) na podbloky
(A., B), kde |A;|=O(loglog(n)) a |B;|=0O(loglog(n))

podobne ako pri zlu¢ovani v ¢ase O(log(n))
aplikovanim sekvenéného zlu¢ovania dordtame rank
Cas: O(loglog(n)) - bloky su vel' kosti O(loglog(n))
Praca: O(n) - rank cez sekvencné zlu¢ovanie

* Algoritmus celkom:
* T(n) = O(loglog(n)), W(n) = O(n)
* WT-optimalny CREW
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Sumarizacia

Aplikovanim optimdlneho algoritmu pre rank v
case O(loglog(n)) dostdvame optimdlny paralelny
MergeSort v ¢ase O(log(n).loglog(n))

Poznamka:

* Aplikovanim pipe-liningu vieme skonstruovat’
optimalny triediaci algoritmus v ¢ase O(log(n)) na
CREW PRAM
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PDS Oblivious porovnavaci algoritmus

* Nevsimavy (oblivious) porovndvaci algoritmus
nezavisi na konkrétnych hodnotdch

* v kazdom kroku ma mnozinu dvojic pamat'ovych
miest

* ak (x,y) je takd dvojica, potom ak x >y, tak obsah
pamdt'ovych miest sa vymeni

* Zodpovedaju pouzitiu komparatorov
(.hardvérovo orientované porovnavanie")
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Bitonicka postupnost’

* x[1], x[2], ..., x[n] je bitonicka postupnost’ prave
vtedy, ak existujud i, | také, Ze:

* x[i mod n] <= x[(i+1) mod n] <= ..<=x[| mod n]
* X[(I+1)mod nP=x[(I+2)mod n]>= ..>=x[(i+n-1) mod n]
* Inak:

* existuje také cyklické posunutie postupnosti x, ze
postupnost’ je najprv neklesajlica a potom
nerastidca

* Priklad: 18 54 8 13 94 50 32 30
481394503230185

Paralelné a distribuované systémy (Ustav informatiky, PF UPJS v KoSiciach)




Jedinecné rozdelenie

* Ak x je bitonicka postupnost’ s pdrnym
poCtom prvkov taka, ze
* x[0]<= x[1]<«=..<=x[n/2-1]
* x[n/2]>= x[n/2+1] <=..<=x[n-1]

potom x mozno rozdelit’ K
na 2 oblasti:

Kazda hodnota
vlavo je vacsia ako
kazda hodnota
vpravo.
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Jedinecneé rozdelenie dokaz

* Zoberme prvé i také, ze x[i] > x[i+n/2], potom H
je medzi x[i-1] a x[i]

* VsSimnhime si, Zze
vsetky poziadavky

jedinecného
rozdelenia s
splnené
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PDS Jedinecné rozdelenie vseobecne

* Kazdd bitonickd postupnost’ pdrnej dizky md
vlastnost’ jedine¢ného rozdelenia.
* Dokaz:
* predpoklad: i=0 a [>n/2

* Hjemedzix[Ilax[l+1], -
potom ju postdvame . dole’ |
kym x[i] <= x[i+n/2] o=

X.
f

Yo
[ ]

cyklické posunutie
postupnosti zachovdva
vlastnost jedinecného
rozdelenia
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Vyuzitie rozdelenia

Nech x je bitonickd postupnost’ parnej dfiky a
* L[i] = min(X[i], X[i+n/2]) pre i=0, ..., n/2-1
* R[i] = max(X[i], X[i+n/2]) pre i=0, ..., n/2-1

potom L aj R su bitonické.

Dokaz:

* Staci si vSimnat’, Ze obe postupnosti su suvislé
podpostupnosti origindlnej postupnosti
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Bitonickeé triedenie

* Vstup: bitonickd postupnost’ X

* Vystup: usporiadanad bitonickd postupnost’ X

* Algoritmus:

for i := 0 to n/2-1 pardo
begin
L[i]:= min(X[i], X[i+n/2]);
R[i] := max(X[i], X[i+n/2]):
end;
rekurzivne (a paralelne) usporiadaj bitonické
postupnosti L aR
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Bitonické triedenie a komparatory

Komparator vezme 2 hodnoty, porovna
ich a ak treba, tak ich navzajom
vymeni (mensia v smere Sipky)
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PDS Bitonické triedenie a komparatory

* Kazdy kompardtor v triediacej sieti zodpoveda
jednotke prace

* Kompardtory porovndvaju hodnoty paralelne -

kazdd droven kompardtorov predstavuje casovd
jednotku

'i

BITONIC- (-
SORTER[n/2] ‘
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hitonic ¢
|

l
|
|
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SORTER[n/2] |

|
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PDS Bitonické triedenie - analyza

* Cas: T(n) = O(log(n))

* kazdym rekurzivnym volanim vzniknd polovi¢né
problémy

* Prdca: W(n) = O(n.log(n))

* ha kazdej drovni mame n/2 kompardatorov, resp.
porovnani

* Ako triedit’ nielen bitonické postupnosti?
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Bitonicky MergeSort (1)

* Idea: vysledkom rekurzivnych volani v
MergeSorte sd utriedené monotonne
postupnosti

* ich spojenie je bitonicka postupnost’, ktore;
usporiadanim dostaneme vysledok zlG¢enia
vstupnych postupnosti

* bitonické triedenie pouzijeme na zlu€ovanie
* T(n) = O(log?(n))
* W(n) = O(n.log?(n))
* EREW PRAM

Paralelné a distribuované systémy (Ustav informatiky, PF UPJS v KoSiciach)




)
e
-
o
)
)
on
—
Q
=
"D
=
=
-
O
=
(aa

T —

I
e —

Paralelné a distribuované systémy (Ustav informatiky, PF UPJS v KoSiciach)



0-1 princip (1)

* Ak f je monotdnna funkcia (x <=y => f(x) <= f(y))
potom:

* min(f(x), f(y)) = f(min(x, y))

* ak postupnost’ x, ..., X, je vstup triediacej siete a
Y1, .-, Yo je vystup, potom pre vstup f(x;), ..., f(x,) je
vystup f(yi), .., f(yn)
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0-1 princip (2)

* Ak triediaca siet’ triedi kazdd postupnost’ nil a
jednotiek, potom triedi kazdd postupnost’.

* Sporom. Nech existuje postupnost’ x;, X5, ..., X,
ktord nie je triediacou siet'ou utriedend. Potom
existuje vystup y, taky, ze y, > Yi.1.

* Definujme monotonnu funkciu f:

* f(x)=0, ak x < yk
* f(x)=1, ak x >= yk
* Pre vstup f(xy),..., f(x,) je vystup f(yy), ..., f(y,).

Avsak f(y,) = 1 a f(y.1)=0, €o je spor s
predpokladom, ze siet’ triedi vSetky O-1 postupnosti
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Even-odd zlucovanie (1)

* Vstup: postupnost’ A takd, ze A[Q], ..., A[n/2-1]
je utriedend a aj A[n/2], ..., A[n] je utriedena

* Vystup: utriedena postuphost’ A

* Algoritmus:

Rekurzivne aplikuj zlucovanie na prvky na pdrnych
indexoch A[O], A[2], ...

Rekurzivne aplikuj zlu¢ovanie na prvky na nepdrnych
indexoch A[1], A[3], ...

Compare(Al[i], A[i+1]) pre i=1, 3, 5, ...
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Even-odd zlucovanie (2)

indukciou na n=2' s vyuzitim O0-1 principu:

2

Mapovanie

indexov Po rekurzwnom apllkovam
zluCovania na parne a Porovnanie za
Vstup - sede neparne indexy - rozdiel vo sebou iducich
polickasu 1 vyskach“ je nanajvys 2 dvojic

Paralelné a distribuované systémy (Ustav informatiky, PF UPJS v KoSiciach)



Even-odd zlucovanie (3)

* Cas: T(n) = O(log(n))
* T(n)=1+T(n/2)

* Praca: W(n) = O(n.log(n))
* W(n)=n/2 +2.W(n/2)

* Dosledok: Even-odd MergeSort:
* Cas: O(log?(n))
* Praca: O(n.log3(n))

Paralelné a distribuované systémy (Ustav informatiky, PF UPJS v KoSiciach)
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Paralelné a distribuované systémy (Ustav informatiky, PF UPJS v KoSiciach)



